112 | Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice.

Applications.

Pivot de Gauss (160)

Tauvel

K est un corps commutatif. E K-ev de dimension g>1.
e= (el,...,eq ) base de E.

S, groupe symétrique d'ordre q. Si 0€S,, on note &0) la
signature de o.(1)

GL4(K): groupe des matrices gq-carrées inversibles
(det=0).

SL4(K): groupe spécial linéaire, matrices de det=1, sg
distingué de GL4(E).

’ -

rations élémentair
Def1: Soientn,peN*, et M e M .

On appelle opération élémentaire sur M toute opération
de I'un des types suivants:

ML —L +/1Lj,avec jrietle K

(i) C; > C,+AC;,avec j#ietAe K

(iii) L, > aL,,avec o€ K *

(iv) C, > aC,,avec e K *

WL <L, avec j=i

i) C, < Cj,avec J#I

On va traduire chacune de ces opérations par une

multiplication a droite ou a gauche par une matrice
convenable.

A. Matrices de permutations.

Pour 0€S,, on pose u_ € GL(E)
t.q. Vie [[l;q]],ug (el_) =e,,-(2)

Def 2: Soit M = Mat(u_;e) = [q/] , avec a,.,j = é‘m(j) .

M _ est la matrice de permutation associée a o.

On a permuté les colonnes de la matrice identité. (3).

Prop 1: Soient n,pe N*et Ae Mw.

(i)Soient i, je ﬂl,n]], distincts, et 7eS la
transposition (i,j). La matrice M _.A se déduit de la
matrice A par 'opération élémentaire L, <> L,
(i)Soient i, je [[1, pI|, distincts, et zeS la
transposition (ij). La matrice A.M_ se déduit de la

matrice A par 'opération élémentaire C; <> C,

B. Matrices de dilatations.

Soient i e [[1,q]] et le K*.
On note (Ekl )ke[[l,q]] la base canonique de M.

le[1.q]
Def 3: Soit D, (1) e GL, (K ) la matrice définie par:
D (A)=E,+..+E_,  +AE,+E

i+1,i+1

+.+E,
=1,+(A-1)E,.On dit que D, (1) est une matrice de
dilatation de rapport A. (4).

Prop 2: Soient n,pe N*, Ae M, et Ae K*.
()Soient ie [[1,;1]], et Dl.(/i)e M . La matrice
D,(4).A se déduit de la matrice A par l'opération
élémentaire L — AL

(i) Soient ie[l,p], et D,(1)e M,. La matrice
AD,(A) se déduit de la matrice A par l'opération

élémentaire C. — AC,

C. Matrices de transvections.

Soient i, j€ |[1,q]], distincts, et Ae K .
Def 4: Bij (/1) = Iq + /1Eij S SLq (K) est une matrice

de transvection. (5).

Prop 3: Soient n,pe N*, Ae M, et Ae K.
(i)Supposons n=2. Soient i, je [[1,n]], distincts et
B;(1)e M,. La matrice B,(1).A se déduit de la

matrice A par I'opération élémentaire L, — L, + /1Lj

(ii)Supposons p=2. Soient i,je|[1,p]], distincts et
B,;(1)e M,. La matrice AB;(A) se déduit de la

matrice A par I'opération élémentaire C, — C, + /1Cj

Propriété

Prop 4: Soient n,peN* et A,BEM,. Si B se déduit de A
par des opérations élémentaires, alors A et B ont méme
rang.

Lemme: Soient neN, n>2, et A une matrice de
permutation. Alors A est produit de transvections et de
dilatations.

Prop 5: Pour effectuer une suite d'opérations
élémentaires sur une matrice, on peut n'utiliser que des
matrices de transvection et de dilatation, i.e. que des
opérations du type L — AL C, —> AC, L, —> L +AL,

C —C +AC,
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Prop 6: Soient n,peN* et AeM,,. On suppose que la
premiere colonne de A est non nulle.

(i) I existe des matrices de transvection
M,,.M e GL (K) telles que:
al 12 ’Blp
0
O M.MA=| ,
: A
0
a #0
avec: AeM
rg(A)=1+rg(A)
(ii) I existe des matrices de transvection
M,,.M e GL (K) telles que:
1 ’BIZ ’Blp
0
2) M.MA=| ,
: A
0

Al € Mn—].p—]

avec: {
rg(A)=1+rg(A)
(iii) Il existe des matrices de transvection et de

dilatation M ,..M e GL (K) telles que M ..M A soit
de la forme (2).

lll. Applications aux matrices inversibles.

Prop 7: Soient neN* et AeGLn(K).

(i) 1l existe un produit P de matrices de transvection tel
que PA soit triangulaire supérieure.

(ii) 11 existe un produit Q de matrices de transvection
tel que QA soit triangulaire supérieure et de diagonale
égale a (1,..1,a), avec a=detA.

(iii) Il existe un produit R de matrices de transvection
tel que RA soit une matrice diagonale.

(iv) Il existe un produit S de matrices de transvection
tel que SA soit égale a diag(1,...1,a), avec a=detA.

Cor: (i) Si AeGLn(K), Il existe un produit P de matrices
de transvection et de dilatation tel que PA=I,.

(i) Tout élément de GLn(K) est produit de matrices de
transvections et de dilatations.

(iii) Le sous-groupe de GLn(K) engendré par les
matrices de transvection est égal a SLn(K).

Application: Méthode pour calculer l'inverse d'une
matrice AeGL,(K). Si par une suite d'opérations
élémentaires sur les lignes, on passe de A a I,, alors par
la méme suite d'opérations élémentaires on passe de I

1 1 -1 1 -1 2
aAlLExemple:Si A={2 1 1{,4 =|{-1 2 -3

1 0 1 -1 1 -1

IV. Application au calcul du rang.

Prop 8: Soient n,peN* et AeM,, derangr.
(i) Il existe PeGL,(K), QeGLy(K), produits de matrices
de transvection, de dilatation et de permutation, tels

0

TeGL.(K) triangulaire supérieure, et BEM; ...
(ii) 11 existe PeGLn(K), QeGLy(K), produits de matrices
de transvection, de dilatation et de permutation, tels

I. 0
que PAQ = .
0 0

Cor: Soient n,peN* et ABeM,, Alors A, B sont
équivalentes (6) ssi on peut passer de l'une a l'autre
par une suite d'opérations élémentaires.

T B
que PAQ soit de la forme PAQ=£ j, avec
0

V.

Exemple: A = et

sont équivalentes.

(= - =]
(e}

S W W
(e}

Application aux systémes linéaires.

Pour résoudre un systéme de Cramer (systéme de n
équations linéaires a n inconnues dont la matrice M est

det M,
det M '

M; est obtenue en remplagant la i° colonne de M par le
vecteur-colonne des "seconds membres" des équations

inversible) avec la méthode "classique” x. = ol

linéaires, il faut effectuer n(n+1)!~1opérations.

Grace a ce qui précede, on dispose d'une méthode plus
rapide, la méthode du pivot de Gauss.

Prop 9: Soit (L) un systeme linéaire de n équations a p
inconnues et de rang r. Il existe une permutation o de

[[1, p]] telle que (L) soit équivalent a un systeme (T) de
la forme:

a“xo(l) + auxa(z) TF 600000000 + alpxa(P) =z

a, x TF 600000000 + aZPxG(P) =z,

a"xa()+...+a X (») =2z,

r o

0=z

r+l

0=z

n

avec a;i#0 pour 1<i<r.
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Remarque: La compatibilité de (T) s'écrit z , =..=z .

Si ce systeme est compatible, x_,,...x,,en sont les

(r)
inconnues principales.

On évite de réindexer les inconnues en faisant sur le
second membre les mémes opérations que celles faites
surla matrice.

Exemple:
X
1 2 3 1 2 -2
y
2 3 6 5 3 1
z |= a pour solutions:
3 4 9 -6 —4 5
t
1 3 3 1 3 2

x=—13+34; y=4-u; z=4; t=3; u=u,
avec A,LER.

Bilan: La méthode du pivot de Gauss demande au plus
n(4n® +15n-13
6

opérations.

VI. Notes

Moyennant l'utilisation de la transposée, on pourrait
faire ce cours "uniquement sur les colonnes’, tout se
transpose ensuite sur les lignes.

(1)Signature d'une permutation.

Les permutations peuvent se décomposer en un
produit de transpositions, c'est-a-dire en une
succession d'échanges d'éléments deux a deux.

Une permutation paire est une permutation qui peut
étre exprimée comme le produit d'un nombre pair de
transpositions ;

une permutation impaire est une permutation qui peut
étre exprimée comme le produit d'un nombre impair de
transpositions.

La signature d'une permutation vaut 1 si celle-ci est
paire, -1 si elle est impaire. L'application signature

constitue un morphisme de groupes. Elle intervient en
algebre multilinéaire, notamment pour le calcul des
déterminants.

(2) on a ugou =u,, detu, =¢£(0),
(ua )71 = MO__,

(3)On a:

MM, =M, ; detM_ =¢(0);

(M,)" =M, ="M

o o
(4)On dit aussi matrice d'affinité de rapport A.

(5)On a:

[Bij ]_1 =B,(-4): B;(4)B,(1)=B,(A+u)

(6)Equivalence des n,p matricesss A et B sont
équivalentes ssi 3 PeGLy(K), QeGL,(K), tq B=PAQ.

On montre que A et B sont équivalentes ssi elles ont le
méme rang.

Vil.  Bilan.
permutation | dilatation transvection
ﬁat 1 00 1 0 0 1 00
0 0 1 0 40 01 4
010 0 0 1 0 0 1
MA| LeL L — AL L —>L+AL,
AM | ¢ o ¢, C — AC, C, > C +AC,




